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Анотація. Розглянуті питання математичного моделювання технологічних 

систем, які містять джерела дії фізичних полів. Вважається, що у разі простої 

просторової форми досліджуваного об’єкта, крайові задачі будуть коректними. 

Інтерес являють собою математичні моделі для нелінійних, багатошарових 

об’єктів під впливом джерел навантаження, для яких, використовуючи традиційну 

теорію існування та єдиності, неможливо гарантувати коректність крайових 

задач.  

Автором розглянуті крайові задачі для систем диференціальних і 

псевдодиференціальних рівнянь в багатошаровому середовищі, які описують стан 

досліджуваних систем під дією дискретних джерел навантаження. Коректність 

таких задач доведена з використанням теорії розподілів над простором 

узагальнених функцій.  

Об’єкт дослідження – крайові задачі для систем диференціальних і 

псевдодиференціальних рівнянь в багатошаровому середовищі.  

Метою дослідження є побудова коректних крайових задач, які лежать в основі 

розрахункових математичних моделей процеса дії фізичних полів на багатошарові 

об’єкти. 

Отримані необхідні і достатні умови коректності параболічної крайової 

задачі у просторі узагальнених функцій. Показано, що її розв’язок нескінченно 

диференційовано за просторовою змінною. Результати проведених досліджень 

можуть бути використані при отриманні умов коректності крайової задачі для 

диференціальних рівнянь зі змінними коефіцієнтами. Відмітимо, що, у ряді випадків 

коректність розрахункових математичних моделей зумовлює коректність 

прикладних оптимізаційних математичних моделей. 

Застосування досліджень автора можливе при доведенні коректності 

крайових задач для цілої низки технологічних процесів. Універсальність проведених 

досліджень дозволяє широко застосувати отримані в роботі результати для 

підвищення якості технологічних процесів. 

Ключові слова: крайові задачі, коректність, теорія розподілів, узагальнені 

функції  

 

Актуальність. Нині, займаючись математичним моделюванням та 

оптимізацією технологічних процесів, вчені стикаються з труднощами, пов'язаними, 
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як правило, з мікроскопічними розмірами і багатошаровою структурою 

досліджуваних об'єктів, що знаходяться під впливом дискретних джерел. У зв'язку з 

нестандартною геометричною формою досліджуваних об'єктів і характеристиками 

джерел впливу, однією з особливостей модельованих систем є неможливість 

побудови коректних крайових задач. На думку вчених, одним з можливих виходів з 

ситуації, що склалася, є усереднення геометричних параметрів досліджуваних 

об'єктів і технічних характеристик джерел навантаження. Це призводить до грубих 

оцінок на технічні параметри джерел фізичних полів і значення функції мети, що 

дозволяє отримати усереднені значення функції мети і її параметрів. Як результат 

цього, зменшуються витрати часу і пам'яті при реалізації крайових задач на 

комп'ютерах і оптимізації функції мети, однак, отримуємо значні витрати 

досліджуваного матеріалу і енергоресурсів. У той же час, побудувавши і 

обґрунтувавши коректність крайових задач для багатошарових об'єктів, які 

знаходяться під впливом дискретних джерел, можливо на етапі математичного 

моделювання та оптимізації врахувати нелінійну, багатошарову структуру 

модельованих систем. 

У роботі автор пропонує умови коректності розрахункових математичних 

моделей для багатошарових систем, які містять джерела навантаження. 

Запропонований підхід заснований на теорії залежних від часу розподілів. Об'єкт 

дослідження автора – крайові задачі для систем диференціальних та 

псевдодиференціальних рівнянь.  

Результатом досліджень є те, що для будь-яких однорідних 

псевдодиференціальних рівнянь існує параболічна крайова задача. Універсальність 

досліджень автора дозволяє стверджувати про широке їх застосування для 

підвищення якості таких технологічних процесів, як, наприклад, розтин штучної і 

натуральної шкіри, лазерного зварювання біоматеріалу та інших процесів. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Проведемо аналіз наукових 

досліджень [1–7] відомих вчених, які в своїх наукових роботах торкаються питань 

найбільш близьких до тематики досліджень цієї роботи. У фундаментальній роботі 
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[1] наведено низку досліджень з розрахунку і оптимізації параметрів технічних 

систем, які містять дискретні джерела фізичних полів. Авторами запропоновані 

ефективні чисельні методи для забезпечення оптимізації розглянутих систем. 

Питанням параметризації фізичних полів при проектуванні технічних систем 

присвячені результати досліджень [2, 3]. В роботі [4] розраховані температури 

лазерного впливу на ембріон для декількох теплових режимів. В залежності від 

геометричних характеристик ембріона і структури розташування зародків в роботі 

[5] побудовані раціональні траєкторії ділення ембріона лазерним відрізком. Питання 

оптимізації транспортних перевезень в місті розглянуті в роботі [6]. У цій роботі 

наведено ефективний метод вибору оптимального маршруту транспортних 

сполучень в міських умовах. У роботі [7] отримані умови коректності двоточкової 

крайової задачі для диференціальних і псевдодиференціальних рівнянь. 

Мета дослідження – отримати умови побудови коректних математичних 

моделей технологічних процесів задля розробки теорії побудови програмних, 

програмно-апаратних, аналогових і гібридних систем моделювання. 

Матеріали і методи дослідження. Методи аналізу багатошарових технічних 

систем, які містять джерела фізичних полів; методи аналізу і синтезу 

багатокомпонентних середовищ; методи нелінійного математичного програмування; 

умови коректності крайових задач для диференціальних і псевдодиференціальних 

рівнянь. 

Результати досліджень та їх обговорення. Розглянемо крайову задачу: 
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 , 0ku x t ,  , 0ku x t  – ліва і права границі функції розв’язків в точці kt , які 

належать простору узагальнених функцій при кожному фіксованому t ; 

 x  – належить простору узагальнених функцій. 

Крайова задача (1) є коректною в просторі узагальнених функцій S , якщо для 

будь-якої узагальненої функції  x  існує єдина функція  ,u x t , яка задовольняє 

рівняння з крайової задачі (1) і така, що для будь-якого  ,t a b , розв’язок  ,u x t  

належить простору узагальнених функцій, а також при 0  в просторі 

узагальнених функцій розв’язок  , 0u x t . 

Коректність крайової задачі (1) в просторі узагальнених функцій еквівалентна 

коректності двоякої за Фур’є задачі в тому ж просторі: 
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де ( )kA s , ( )kB s  – символи відповідних псевдодиференціальних операторів, 1,..,k n . 

Будемо шукати розв’язок двоякої задачі (2) у вигляді: 

      
1

, exp , 1,...,



  
  

  

k

t

k k

t

u s t A s dt s при k n . (3) 

Оскільки  kA s  від t  не залежить, тоді: 

     
1

1 , 1,...,



  
k

t

k k k

t

A s dt A s t t при k n  (4) 

значить 

  

   

    

    

1 1 1

1 2 2 1 2

1 1

exp ( ) ( ) 0; ;

exp ( ) ( ) ; ;
,

exp ( ) ( ) ; . 

 

  

 



  n n n n

tA s s при t t

t t A s s при t t t
u s t

t t A s s при t t T







 (5) 



"Енергетика і автоматика", №3, 2020 р. 

132 

 

 

Використовуючи той факт, що  

    , 0 , 0  k ku s t u s t , (6) 

можемо записати наступну систему рівнянь, з яких знайдемо  k s : 

нехай 1t t , тоді 

       1 1 1 2exp ,t A s s s   (7) 

нехай 2t t , тоді 

         2 1 2 2 3exp  t t A s s s  . (8) 

І так далі, при 1 nt t  з умови неперервності отримали розв’язок: 

  1 1 2 1 2 1 2 1 1( ) exp ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )       n n n ns t A s t t A s t t A s s  . (9) 

Таким чином, отримали, що ( )k s  обчислюється так: 

  1 1 2 1 2 1 2 1 1( ) exp ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )       k k k ks t A s t t A s t t A s s  . (10) 

Підставивши ( )k s  в умову з крайової задачі (2), отримали такий вираз: 
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Позначимо через ( ) s  вираз:  
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Аби  ,u s t  належав простору узагальнених функцій потрібно, щоб функція 

( , )Q s t  належала простору нескінченно-диференційованих функцій степеневого 

зростання.  

Після проведених розрахунків отримали, що однорідна крайова задача (1) 

коректна в просторі узагальнених функцій, якщо функція ( , )Q s t  належить простору 

нескінченно-диференційованих функцій степеневого зростання для будь-якого 

 0,t T . 

Скористаємося тим, що для будь-яких нескінченно-диференційованих символів 

псевдодиференціальних операторів ( )kA s  степеневого зростання, існують такі 

нескінченно-диференційовані символи псевдодиференціальних операторів ( )kB s  

степеневого зростання, що крайова задача (1) коректна в просторі узагальнених 

функцій.  

Використавши результати роботи [8], отримали: якщо виконана оцінка 

( )  kh

k k kRe A s c s l , при 1,..,k n  на символи псевдодиференціальних операторів 

( )kA s  і при деяких довільних kc , kh  і дійсних kl , тоді існує параболічна крайова 

задача (1). Окрім того, для будь-якої функції 2( )x L  існує нескінченно 

диференційований за x  розв’язок  ,u x t  для будь-якого  1, k kt t t . 

Отримані результати лежать в основі подальших досліджень математичних 

моделей [9–11]. 

Висновки і перспективи. Автором детально досліджені крайові задачі для 

диференціальних і псевдодиференціальних рівнянь в багатошаровому середовищі. 

Отримано умови коректності крайової задачі з розривними за t  диференціальними 

операторами. Показано, що розв’язок параболічної крайової задачі нескінченно 

диференційований за просторовою змінною. Це дозволило стверджувати, що 

виконання зазначених в даній роботі умов коректності крайових задач дасть 

можливість забезпечити технологічні процеси з меншими втратами досліджуваного 

матеріалу і ресурсів джерел фізичних полів. 
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УСЛОВИЯ КОРРЕКТНОСТИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

Д. А. Левкин  

Аннотация. Рассмотрены вопросы математического моделирования 

технологических систем, содержащих источники воздействия физических полей. 

Считается, что в случае простой пространственной формы исследуемого 

объекта, краевые задачи будут корректными. Интерес представляют собой 

математические модели для нелинейных, многослойных объектов под воздействием 

источников нагружения, для которых, используя традиционную теорию 

существования и единственности, невозможно гарантировать корректность 

краевых задач. 

Автором рассмотрены краевые задачи для систем дифференциальных и 

псевдодифференциальных уравнений в многослойной среде, описывающих состояние 

исследуемых систем под воздействием дискретных источников нагружения. 

Корректность таких задач доказана с использованием теории распределений над 

пространством обобщенных функций зависящих от времени. Объект исследования 

– краевые задачи для систем дифференциальных и псевдодифференциальных 

уравнений в многослойной среде.  

Цель исследования – построение корректных краевых задач, лежащих в основе 

расчетных математических моделей процесса воздействия физических полей на 

многослойные объекты. 

В статье получены необходимые и достаточные условия корректности 

параболической краевой задачи в пространстве обобщенных функций. Показано, 

что ее решение бесконечно дифференцируемо по пространственной переменной. 

Результаты проведенных исследований могут быть использованы при получении 

условий корректности краевой задачи для дифференциальных уравнений с 

переменными коэффициентами. Отметим, что, в ряде случаев, корректность 

расчетных математических моделей влечет корректность прикладных 

оптимизационных математических моделей. 

Применение исследований автора возможно при доказательстве 

корректности краевых задач для целого ряда технологических процессов. 

Универсальность проведенных исследований позволяет широко применить 

полученные в работе результаты для повышения качества технологических 

процессов. 

Ключовые слова: краевые задачи, корректность, теория распределений, 

обобщенные функции 

 

CORRECTNESS CONDITIONS FOR BOUNDARY VALUE PROBLEMS  

D. Levkin 

Abstract. The article deals with the issues of mathematical modeling of 

technological systems that contain physical fields’ sources. It is believed that in the case of 

a simple spatial form of the object under study, the boundary value problems will be 

correct. The interest lies in mathematical models for nonlinear, multilayer objects under 

the influence of load sources, for which, using the traditional theory of existence and 

unity, it is impossible to guarantee the correctness of boundary value problems. 
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The author considers boundary value problems for systems of differential and pseudo 

differential equations in a multilayer medium which describe the state of the studied 

systems under the action of discrete load sources. The correctness of such problems is 

proven using the theory of distributions over the space of generalized functions. The object 

of research is boundary value problems for systems of differential and pseudo differential 

equations in a multilayer medium. The aim of the research is to build correct boundary 

value problems, which underlie the calculated mathematical models of the process of 

action of physical fields on multilayer objects. 

The necessary and sufficient conditions for the correctness of the parabolic boundary 

value problem in the space of generalized functions are obtained in the article. It is shown 

that its solution is infinitely differentiated by a spatial variable. The results of the research 

can be used to obtain the conditions for the correctness of the boundary value problem for 

differential equations with variable coefficients. Note that, in some cases, the correctness 

of the calculated mathematical models determines the correctness of applied optimization 

mathematical models. 

The application of the author's research is possible when proving the correctness of 

boundary value problems for a number of technological processes. The universality of the 

research allows to widely usage of the results obtained in this work to improve the quality 

of technological processes. 

Key words: boundary value problems, correctness, distribution theory, generalized 

functions 


